Développement : Théoreme de Lévy, TCL et application
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BERNIS?, (p. 207-215)

Analyse pour I'agrégation, ZUILY, QUEFFELEC, (p. 542-545); 40 dévs,

Développement Soient X,, (pour n € N) et X des variables aléatoires réelles,
dont on note ®x, et ®x les fonctions caractéristiques. On note Cy(R) 'ensemble

des fonctions f : R — C continues sur R et telles que f(z) ‘ |—> 0.
z|—+o00

Lemme 1 X, -5 X <= VpeC(R), E[p(X,)] — E[p(X)).

n—-+oo n—-+o0o

Théoréme 2 (Lévy) X, i+> X <> VteR, dx, (1) — Dx(b).
n——+0oo

n—-+oo

Proposition 3 On a ®x(0) = 1. De plus, si X admet un moment d’ordre k, avec
k € N*, alors ®x est de classe C* et on a <I>g];) (0) = i*E[XF].

Proposition 4 Si X1,...,X,, sont 1, alors ®x, 4.4 x, = Px, - Px .

n

Théoréeme 5 (Théoréme central limite) On suppose que les X, sont
indépendantes, identiquement distribuées (i.i.d) et dans L?. On note u = E[X;],

o2 =V(X;)>0et X, =1 > Xj. Alors, on a
k=1

N SN

o n—-+oo

Application 6 Soient p,« €]0,1[ et (X1, ..., X,) un n-échantillon de loi B(p). On
note ¢ le quantile d’ordre 1 — § de la loi N'(0,1). Alors, I'intervalle suivant est un
intervalle au niveau de confiance asymptotique 1 — o du parameétre p :

o Preuve du Lemme 1 : Rappelons d’abord la définition de la convergence en loi :
X, -5 X sipour toute ¢ : R — C continue bornée, E[p(X,,)] " E[o(X)].
n—-+0oo

n—-+oo

Comme Cy(R) C Cp(R), I'implication directe du lemme est immédiate. Montrons

donc I'implication réciproque : on suppose que

Vo € Co(R), Elp(Xn)] — Elp(X)]

n—-+oo

et on fixe ¢ € Cp(R). Soit € > 0 et soit A > 0 tel que P(|X| > A) < e. Un tel A
existe car d’apres les propriétés de la fonction de répartition d’une v.a.r,

Ve>0, P(X|>2)=P(X < —2)+P(X >2) — 0.

T—+00

Soit 1 la fonction sur R qui vaut 1 sur [—A, A], 0 sur | — oo, —2A] U [24, +00] et
affine sur [-2A4, —A] et sur [4, 2A4] (son graphe forme un trapeze). On a

E[l —¢(X)] <E[l x4l =P(|X| > A) <e.

Or, si on note A,, la premiere espérance, on a

|An| = ‘E[W(Xn)(l - w(Xn))” < EH‘P(XTL)’ (1 - w(Xn))]
< el (1= ER(XR)]).

Alnsi, limsup |4, < [lelle (1 =B (X)) < llello e
Par ailleurs, ¢ € Co(R) donc par hypothese,

[E[p(Xa)(Xa)] ~E[e(X)0(X)]| — 0.
Enfin [E[p(X)(1 — $(X)]| < ol E[l = $(X)] = [l¢l. e donc diapres
I'inégalité triangulaire,

limsup [Elp(X5)] - E[p(X)]] < 2ele]l -

n—-+4oo

Ceci étant valable pour tout € > 0, on conclut que E[p(X,,)] — E[p(X)], et

n—-+oo
le Lemme 1 est prouvé.
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o Prewve du Théoréme 2 : Pour tout t € R fixé, la fonction z +— e

T est bien

continue bornée sur R donc si (X,,) converge en loi vers X, alors on a bien la

convergence simple de ®x, vers ®x. Réciproquement, supposons que pour tout

teR, Px, (1) = ® x (t). On commence par montrer que si ¢ € C°(R), alors
n—-+0oo

on a bien convergence de E[p(X,,)] vers E[p(X)] quand n — +oc.

Fixons donc ¢ € C°(R). Comme C°(R) C S(R), ¢ € S( ) et d’apres la formule

d’inversion de Fourier, pour tout # € R, en notant ¢ = 5=,

p(z) = %/Rgé(t)e“‘”dt:/R@/J(t)eimdt.

E [ / z/J(t)e“X"dt]
/’L/) ti
- /wm@mww
R
= /wwwmm
/1/} ti
= E { / Y(t)eltX dt] par Fubini & nouveau
R

= EpX)]

Soit maintenant ¢ € Cy(R), et fixons € > 0. Par densité de C>°(R) dans Cy(R) pour
la norme de le convergence uniforme, il existe ¢ € C°(R) telle que [l — @], <
Alors, par inégalité triangulaire,

=
5
»
2
I

par Fubini

par hypothese + convergence dominée

[Elp(Xn)] - Ele(X)]| < [Elp(Xn)] — E[@(Xn)]| + [E[E(Xn)] — E[Z(X)]]
+|E[3(X)] - E[p(X)]]
[E[(¢ — @)(Xn)]| + [E[Z2(Xn)] = E[Z(X)]] + [E[(@ - ¢)(X)]]

<
< 2lle — @lloe + [ER(Xn)] - E[B(X)]].
Or, comme @ € C°(R), d’apres le calcul précédent, pour n assez grand,

|E[Z(X0)] - E[@(X)]] <e.

Ainsi, pour n assez grand, on a |E[p(X,)] — E[¢(X)]| < 3¢, ce qui montre bien
que E[p(X,,)] - E[p(X)], et ceci étant valable pour toute ¢ € Co(R), d’apres
n—-—+0oQ

le Lemme 1, on a bien convergence en loi de (X,,) vers X. Le Théoréme 2,
dit de Lévy, est donc prouvé.

Preuve de la proposition 3 : Tout d’abord, ®x (0) = E[e’] = E[1] = 1. Soit k € N*,
supposons que X admet un moment d’ordre k, i.e que X* est intégrable, ou
encore que l'intégrale [ |z|*dPx (z) est finie. Posons pour z,t € R, f(x,t) = €',

R
La fonction ¢t — f(x,t) est k-fois dérivable (car C*) pour tout = € R et on a

k k
gtf (z,t) = i"z*e™  dott a—f(x t)‘ < k.

Or, z + |z|* est intégrable (pour la mesure Px !) par hypothese, donc d’apres le
théoreme de dérivabilité des intégrales & parametre, ® x est de classe C* et on a

o P(t) = i* / Pt Py (z).
R

En évaluant en 0, on obtient bien <I> = ¥ [ 2"dPx (z) = *E[X*], ce qui

prouve la Proposition 3.
En particulier, on remarquera que si X est de carré intégrable, alors
' (0) =iE[X] et ®%(0)=—-E[X?].

Preuve de la Proposition 4 : Soient X,Y deux v.a.r indépendantes intégrables,
on va montrer que XY est intégrable et que E[XY] = E[X]E[Y]. Comme X 1LY,
on a P(X,Y) =Px ® Py. Ainsi,

BIXY] =[] lavlaPisy o)

//|x\|y|d]P’X(x)dIP’y(y) par Fubini-Tonelli

(i) ( iamsco)

— E[X[E[Y]) < +oo

Ainsi, XY est bien intégrable et le théoréme Fubini, grace auquel on peut faire le
méme calcul que ci-dessus sans les valeurs absolues, donne E[XY] = E[X]E[Y].
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En particulier, si X 1LY, alors X 1L ™Y pour tout ¢ € R et donc
Dy iy (t) = E[eit(X+Y)] — E[eitXeitY} _ E[eitX]E[eitY] = O x (t)Dy (1)

Ce résultat se généralise immédiatement au cas de n v.a.r indépendantes par
récurrence, ce qui acheéve la preuve de la Proposition 4.

Preuve du Théoréme 5 : On se donne (X,,) une suite de v.a.r i.i.d et de carré
intégrables. On note u = E[X;] et 02 = V(X;) > 0. Quitte & changer (X,,)
Xn—p

n

en ( )n, on peut supposer les X; centrées et réduites, i.e u = 0 et o = 1.

Xi++ Xy
n

On se rameéne donc & montrer que, en posant Y, = /nX,, = , la suite

(Yy),, converge en loi vers une v.a Z de loi N(0,1). D’aprés le Théoréme 2 de
Lévy, il suffit de montrer la convergence simples des fonctions caractéristiques.

Rappelons que la fonction caractéristique de Z est donnée par ®y(t) = e~ =
(résultat que l'on obtient par plusieurs moyens : équation différentielle vérifiée
par ®x ou théoreme des résidus). Calculons la fonction caractéristique de Y, :
Pour ¢t € R fixé, on a

. X1+~”+Xni|

Oy, () = B[] =E [

t
= Px,tx, (\/ﬁ>

t t
P, (\/ﬁ) Oy (ﬁ) d’apres la Proposition 4

t n
= <<I>X1 <\/ﬁ>) car les X; ont méme loi.

Or, comme X7 est de carré intégrable, i.e admet un moment d’ordre 2, d’apres
la Proposition 3, ®x, est de classe C* sur R et on a @y (0) = E[X] = 0
et ®% (0) = —E[X}] = —V(X1) — E[X1]* = —1. Ainsi, Oy, admet un
développement limité a l'ordre 2 en 0 de la forme

IlE

h2
®x,(h) = 1- 5+ o(h?).

Ainsi, puisque ﬁ n_>—+>oo 0, on a ®x, (ﬁ) e 1- % + 0(%). Par ailleurs,

puisque ®x, (h) = 1, il existe N € N tel que

t 1
> ) -1l< =
Vn > N, <I>X1<\/ﬁ) 1’\2

En particulier, cela assure que pour n assez grand, ®x, (ﬁ) ¢ R_, ce qui

permet d’utiliser la détermination principale du logarithme complexe :

o) = (1-Z1o(L))
Yo n——+oo 2n © n

o enLog(lngro(%))

Or, Log est holomorphe sur C \ R_, donc admet un développement limité au
voisinage de 1. Or, pour x réel au voisinage de 1, on a

Log(l 4+ z) = In(1 + z) =t o(x).

r—

Ainsi, par unicité du prolongement holomorphe, puisque tout voisinage dans R
de 1 admet un point d’accumulation (1 par exemple), on a pour z complexe

Log(1+2) = z+o0(2).
z—0
2
Ainsi, @y, () = e~z +to(1) | donc par continuité de la fonction exponentielle,
n—-+0oo
+2

vVt € R, q)yn(t) — ez :q)z(t).

n—-+oo
Par conséquent, d’apres le Théoréeme 2 de Lévy, on a bien

Y, £ Z~N(O1),

n—-+oo

ce qui conclut la preuve du Théoréme 5, dit Théoréme central limite.

Preuve de I’Application 6 : Soit p €]0, 1 inconnu. On se donne un risque a €]0, 1],
et (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi B(p). D’apres la
loi forte des grands nombres, on a X, ——b E[X;] = p. Ainsi, par continuité de

n—-+4oo
lapplication x — /2(1 — ), on a

VX (1= %) 25 /p(1-p),

ou encore
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De plus, d’apres le Théoréme 5 (TCL), on a

X, —
n—n P £y A(0,1).

p(1 —p) notoeo

Ainsi, d’apres le lemme de Slutsky, on a finalement

X,(1-X,) Vp(=p) \/X 1-X,) "7

Notons Y,, = f\/X(lip et soit Z ~ N(0,1). Comme la convergence en loi

équivaut a la convergence simple des fonctions de répartition sur ’ensemble des
points de continuité de la répartition limite, et puisque Z est & densité, on a pour
tout t € R, Fy, (t) —+> Fz(t). Par conséquent, pour tout ¢t € R,

n——+0oo

P(Y, € [-t,t]) — P(Z € [-t,t]).

n—-+oo

Posons ¢ le quantile d’ordre 1 — ¢ de la loi N(0,1), i.e ¢ = F; ' (1 — 2). Alors,
par symétrie de la loi N (0,1), P(Z € [—¢,¢]) =1 — «. On a donc

Répartition des items a prouver selon les legons :

Legon 209 : items 1,2,5

Lecons 218, 239, 250 : items 2,3,5
Lecons 261, 262 : items 2,5,6
Lecon 266 : items 2,4,5

Xn_
P —qg\/ﬁi—pigq = \/ SPS n+qv
Xn(1-X,)

n—-+o0o

— Xn(1-Xn) — Xn(1-X, .
On obtient bien que [Xn —q\/ ¥, X, +q (171)] est un intervalle

de niveau de confiance asymptotique 1 — a pour le parametre p, ce qui conclut
I’Application 6.
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